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Edle magische Quadrate

Gewisse magische Quadrate haben eine innere Struktur, die es erlaubt,

aus einem einzelnen magischen Quadrat viele andere zu machen.

Von Christoph Péppe

Kann man ein Brett aus 5-5 quadra-
tischen Feldern mit fiinf Farben so
kolorieren, dafs jede pro Zeile und Spalte
nur einmal vorkommt?

Deas ist nicht schwer. Man verteilt die
fiinf Farben beliebig auf die Felder der
ersten Zeile. Diese Anordnung kopiert
man um ein Feld nach rechts versetzt in
die nichste Zeile; das nach rechts {iber-
stehende Feld fiigt man links in die Leer-
stelle dieser Zeile ein. In derselben Weise
entsteht aus der zweiten Zeile die dritte,
und so weiter. Diese Methode funktio-
niert fiir Quadrate jeder GrofSe.

Eine Anordnung, welche die genann-
te Bedingung erfiillt, heift lateinisches
Quadrat. Der Name riihrt daher, daf§ der
beriihmte Baseler Mathematiker Leon-
hard Euler (1707-1783), der seit sei-
nem 20. Lebensjahr in Sankt Petersburg,
dann in Berlin und schlieSlich wieder in
Sankt Petersburg wirkte und aufler vie-
len anderen Dingen auch solche Quad-
rate systematisch untersuchte, latei-
nische Buchstaben anstelle der Farben
verwendete.

Die Anzahl der Felder je Zeile bezie-
hungsweise Spalte heifft Ordnung des

Quadrats. Ein Quadrat der Ordnung 7
hat also 72 Felder.

Wird zusitzlich gefordert, dafy auch
in den Diagonalen jede Farbe nur einmal
vertreten ist, mufl man das geschilderte
Verfahren etwas abwandeln, denn es firbt
alle Felder der Hauptdiagonale (von links
oben nach rechts unten) gleich. Fiir Qua-
drate ungerader Ordnung versetze man
die Pelder beim Ubergang von einer
Zeile zur nichsten nicht um eins nach
rechts, sondern um zwei; fiir gerade Ord-
nung ist die Situation komplizierter.

Interessanter wird das Problem, wenn
jedes Feld zwei Kennzeichen trigt, etwa
eine Innen- und eine Auflenfarbe oder —
wie bei Euler — einen lateinischen und
einen griechischen Buchstaben. Dabei ist
nicht nur verboten, ein Kennzeichen
mehr als einmal in eine Zeile oder Spalte
zu setzen; zusitzlich ist vorgeschrieben,
dafl jede Kombination von Kennzeichen
nur einmal vorkommen darf. Ein grie-
chisch-lateinisches Quadrat entspricht
also einem Paar lateinischer Quadrate,
die in gewissem Sinne so verschieden
voneinander sind wie nur moglich: Bei-
spielsweise miissen die Randflichen aller
Felder, deren Innenfarbe Rot ist, simt-
liche vorkommenden Farben tragen;
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Jedes dieser Quadrate enthilt die Zah-
len von O bis 63, so angeordnet, daR die
Summe der Zahlen entlang jeder Zeile,
Spalte und Diagonale dieselbe ist. Nach
einer Idee des Kiinstlers Paul Heimbach
stellt man nun diese Zahlen im Binarsys-
tem dar und koloriert immer dann, wenn
eine Binarstelle gleich 1 ist, das entspre-
chende Feld mit einer Farbe, die dieser
Bindrstelle zugeordnet ist; fiir Zahlen,
die mehrere Einsen in der Binardarstel-
lung enthalten, mischen sich die zugehd-
rigen Farben.

Im ersten Teilbild sind den Binarstel-
len von rechts nach links die folgenden
Farben zugeordnet: zwei Drittel Gelb,
ein Drittel Gelb, zwei Drittel Magenta,
ein Drittel Magenta, zwei Drittel Cyan,

ein Drittel Cyan. Cyan (ein heller Blau-
ton), Magenta (Purpur) und Gelb und
Schwarz sind die Druckfarben, aus de-
nen zum Beispiel in dieser Zeitschrift
alle Farben zusammengesetzt werden.

Die Bindrzerlegung magischer Quad-
rate erlaubt eine Fiille von Umfor-
mungen, so dal® man aus einem Quadrat
mit Leichtigkeit 64 herleiten kann. Man
beachte, dall das Gesamthild spiegel-
symmetrisch beziiglich der horizontalen
und der vertikalen Mittelachse ist. Kom-
plementdre (in bezug auf den Mittel-
punkt gegeniiberliegende) Felder jedes
Einzelquadrats tragen komplementére
Farben, was in der Praxis wegen der Un-
vollkommenheiten der Farbwiedergabe
nur ndherungsweise erfllt ist.
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sonst wire eine Kombination doppelt
vertreten. Ein solches Paar von Quadra-
ten (eines besteht aus den Innenfarben,
das andere aus den Auflenfarben) heift
orthogonal — eine etwas weit hergeholte
Metapher aus der Geometrie, wo zwei
gleich lange Vektoren voneinander maxi-
mal verschieden sind, wenn sie aufeinan-
der senkrecht (orthogonal) stehen.

Ein Paar orthogonaler lateinischer
Quadrate der Ordnung 5 ist noch mit
mifliger Mithe zu finden: Man nehme
das Quadrat mit der Versetzung 2 und
sein Spiegelbild, wobei die Hauptdiago-
nale Spiegelachse ist (oberes Bild auf die-

Ein griechisch-lateinisches Quadrat der
Ordnung 5: Man kann sich vorstellen (links),
daB ein lateinisches Quadrat (kleine Felder)
auf ein weiteres (mit groBen Feldern) gelegt
wird. In jeder Zeile, Spalte und Diagonale
kommen die AuBenfarbe (unteres Quadrat,
linke Ziffer) und die Innenfarbe (oberes Qua-
drat, rechte Ziffer) genau einmal vor.
AuBerdem ist jede Kombination von Innen-
und AuBenfarbe genau einmal vertreten.
Liest man die Ziffernpaare als zweistellige
Zahlen zur Basis 5, so ergibt sich ein ma-

ser Seite, links). Fiir andere Ordnungen
kann die entsprechende Aufgabe extrem
schwierig werden. So glaubte Euler, es
gebe keine griechisch-lateinischen Qua-
drate der Ordnungen 6, 10, 14 und so
weiter (ungerade Vielfache von 2), weil
er trotz intensiver Suche keine gefunden
hatte. Beziiglich der Ordnung 6 hatte er
recht; fiir die anderen Fille hat es im-
merhin fast 200 Jahre gedauert, bis 1959
E. T. Parker von der Computerfirma
Univac sowie R. C. Bose und S. S. Shri-
kande von der Universitit von North
Carolina (genannt »Eulers spoilers«, weil
sie damit das ansonsten strahlende Bild

ihres genialen Vorgingers ein wenig be-
fleckt hatten) ein Gegenbeispiel fanden.
Auf unserer Website www.spektrum.de
(wihlen Sie »Zum Knobeln« in der lin-
ken Randleiste und dann »Euler’sche
Quadrate«) finden Sie Gelegenheit, ein
griechisch-lateinisches Quadrat der Ord-

nung 10 selbst zu suchen.

Magische Quadrate

Wenn man aber erst ein orthogonales
Paar lateinischer Quadrate hat, in dem
auflerdem jede Diagonale bei wenigstens
einem Partner die Verschiedenheitsbe-
dingung erfiillt, ist daraus mit leichter

P2 1 G 13 15

gisches Quadrat mit den Zahlen von O bis 24 4 OZ| 1|z| 22 13 H 3 -] iz
(rechts).
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Konstruktion eines magischen Quadrats mit der
Ordnung n=16: links der Stempel. Wenn man
die Zeilen und Spalten des Quadrats jeweils von
0 bis n-1 numeriert, ld@Bt sich die Stempelregel
wie folgt formalisieren: Farbe das Feld in Zeile i,
Spalte j genau dann, wenn [(i+1)/2] +[(j+1)/2]

16

punkts liegt (rechts).

gerade ist; die eckigen Klammern bedeuten Runden nach unten auf
ganze Zahlen. Man schreibt die Zahlen von 0 bis 162-1=255 in der
natiirlichen Reihenfolge zeilenweise in die Felder des Quadrats
(links). Jede vom Stempel getroffene Zahl tauscht dann ihren Platz
mit derjenigen, die zu ihr punktsymmetrisch beziiglich des Mittel-
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Miihe ein magisches Quadrat zu ma-
chen: Man ersetze die Kennzeichen (Far-
ben oder Buchstaben) durch die Ziffern
von 0 bis 7—1 und schreibe in jedes Feld
die beiden zugehérigen Ziffern neben-
einander. Die entstehenden zweistelligen
Zahlen sind im Zahlensystem zur Basis 7
zu verstehen: In einem 5-5-Quadrat be-
zeichnet 32 die Zahl 3-5+2, also 17 in
der iiblichen Dezimalschreibweise (Bild
links, rechtes Teilbild).

Warum ist das so konstruierte Qua-
drat magisch? Warum ist die Summe der
Zahlen in jeder Zeile, Spalte und Diago-
nale die gleiche? Nun, in den Feldern je-
der Zeile kommen in der rechten (Ei-
ner-)Stelle die Ziffern von 0 bis 7—1 je-
weils genau einmal vor, desgleichen in
der linken Stelle; also ist (fiir 2=5) die
Zeilensumme jedesmal (0 +1+2+ 3+4)
+5:(0+1+2+3+4)=60. Fiir die Spal-
ten- und Diagonalensummen gilt Ent-
sprechendes. Auflerdem — zweite Bedin-
gung fiir magische Quadrate — ist jede
Ziffernkombination und damit jede
Zahl zwischen 0 und 7?-1 genau ein-
mal vertreten.

Ublicherweise schreibt man in ein
magisches Quadrat der Ordnung 7 nicht
die Zahlen von 0 bis 721, sondern von
1 bis 7% Aber ob man zum Wert jedes
Feldes 1 addiert oder nicht, ist fiir die Ei-
genschaft »magisch« unwesentlich; und
fir das Folgende ist es geschickeer, bei 0
anzufangen. Die magische Konstante (der
gemeinsame Wert aller Zeilen-, Spalten-
und Diagonalensummen) eines Quadrats
der Ordnung 7 ist dann nicht, wie {ib-
lich, n(n?+1)/2, sondern n(n*-1)/2.

Magische Quadrate haben eine uralte
Geschichte. Aus der Zeit des chine-
sischen Kaisers Lo-Shu (um 2200 vor
Christus) ist ein magisches Quadrat drit-
ter Ordnung iiberliefert. Die europiische
Tradition hat jahrhundertelang von
einem Manuskript eines Gelehrten na-
mens Manuel Moschopoulos gezehrt, der
Anfang des 15. Jahrhunderts in Konstan-
tinopel lebte. In diesem Manuskript sind
bereits Konstruktionsregeln fiir magische
Quadrate jeder Ordnung aufgefiihrt.
Cornelius  Agrippa Nettesheim
(1486—1535)  konstruierte magische
Quadrate der Ordnungen 3 bis 9, an-
scheinend nach den Methoden des Mo-
schopoulos, setzte sie mit den Planeten
(im damaligen Verstindnis) Saturn, Jupi-
ter, Mars, Sonne, Venus, Merkur und
Mond — in dieser Reihenfolge — in Bezie-
hung und leitete daraus im Wortsinne

von

magische Eigenschaften der Planeten und
der Quadrate her. Berithmt geworden ist
das magische Quadrat vierter Ordnung
aus dem Bild »Melencolia« von Albrecht
Diirer (1471—-1528); es ist so arrangiert,
dafl das Entstehungsjahr 1514 in der
Mitte der untersten Zeile erscheint.

Ein franzosischer Adliger namens S. de
la Loubére ware heute sicherlich weithin
vergessen, wenn er nicht als Gesandter
Ludwigs XIV. beim K6nig von Siam (dem
heutigen Thailand) 1687 bis 1688 ein
Verfahren zur Konstruktion magischer
Quadrate ungerader Ordnung kennenge-
lernt und spater verdffentlicht hatte. Der
Einheitlichkeit halber wird das Verfahren
hier mit den Zahlen von O bis n?-1 statt
von 1 bis n? beschrieben; die ungerade
Zahl n ist die Ordnung des Quadrats.

Man fasse das Quadrat als Torus auf,
das heift, rechte und linke sowie obere
und untere Seite sind miteinander ver-
klebt. Alle Zeilen und Spalten sind da-
durch ringférmig geschlossen: Auf das
letzte Feld einer Zeile folgt wieder das
erste, entsprechend fiir Spalten. Es lduft
auf dasselbe hinaus, wenn man sich die
ganze Ebene mit unendlich vielen
Exemplaren des einen Quadrats gepflas-
tert denkt.

In das mittlere Feld der ersten Zeile
schreibe man die Null und dann die fol-
genden Zeilen der Reihe nach, jede
schrag rechts tiber ihre Vorgéangerin. We-
gen der Torus-Eigenschaft gerat die Eins
in die unterste Zeile, eins rechts von der
Mitte. Entsprechend mufl man das Qua-
drat jedesmal, wenn man seinen Rand
tiberschreitet, an der gegeniiberliegen-
den Seite wieder betreten.

1|33 O 7M™ |43 | D1z |5
| 8| E13 |5 2| 5N |3 |3
| 3| S |T2|ip |01 3 (a3 |4
on Al 2 14 |33 | 33| 4| 2
|4 1|4 M= 13
15 |20| O| 5|M 1| 3| o 2| &
ab| o 5(10|% HEIEIEIL
4| 5|10|15 |30 il x| 4|1
5 (M50 o 1| 3| @]z
in|s || al & alz| 8|13
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Das Konstruktionsverfahren iiber
die griechisch-lateinischen Quadrate ist
nicht unbedingt das einfachste. Es liefert
jedoch ein instruktives Beispiel fiir eine
bisher kaum beachtete Eigenschaft man-

cher magischen Quadrate: ihre Zerleg-
barkeit.

Folgt man dieser Regel, dann miiBte
man die Zahl n in das Feld schreiben, in
dem schon die Null steht. Wenn eine sol-
che Kollision droht (das ist bei allen Viel-
fachen von n der Fall), geht man aus-
nahmsweise einen Schritt nach unten
statt nach rechts oben; im tbrigen folgt
man der Standardregel, bis alle Felder
besetzt sind (links oben).

Das entstehende Quadrat ist nicht
nur magisch, sondern auch symmetrisch:
Ein Feld und sein Bild beziglich Punkt-
spiegelung am Mittelpunkt des Quadrats
erganzen sich stets zu n2-1. AuRerdem
ist es pandiagonal: Aus der mit unend-
lich vielen Exemplaren gepflasterten
Ebene kann man an beliebiger Stelle ein
n-n-Quadrat ausstanzen, das ebenfalls
magisch ist.

Schreibt man die Zahlen des Quadrats
zur Basis n (hier fir n=5 dargestellt,
rechts oben), so erkennt man, daR es in
zwei orthogonale lateinische Quadrate
zerleghbar ist. Das eine (links unten), ent-
sprechend den linken Ziffern, enthalt die
Zahlen 0,n,2n,...,(n-1)n, und eine Zei-
le entsteht aus der vorigen durch Versatz
um eins nach links. Das andere (rechts
unten) ist Spiegelbild beziiglich der
Hauptdiagonalen eines lateinischen
Quadrats aus den Zahlen 0 bis n-1 mit
Versatz um zwei nach links. Das erste
Quadrat ist nicht lateinisch beziiglich
der Nebendiagonalen (von links unten
nach rechts oben); dort steht an jeder
Stelle n(n-1)/2. Aber dieser Mangel wird
dadurch kompensiert, da® die entspre-
chende Diagonale des zweiten Quadrats
vorschriftsgemal ist.

Varianten des Verfahrens arbeiten mit
anderen Kombinationen von Standard-
schritt (hier rechts aufwérts) und Aus-
weichschritt (hier abwérts). Damit sich
die Zahlenschlange nicht vorzeitig in den
Schwanz beilt, missen gewisse Kombi-
nationen aus Standard- und Ausweich-
schrittzahlen teilerfremd zu n sein.
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Das im Bild auf S. 16 unten konstruierte magische Quadrat der Ordnung 16 zerfdllt in acht tri-
vial-magische Quadrate, die hier schematisch dargestellt sind. Ein weiBes Feld steht fiir O,
ein schwarzes fiir die Zahl, die jeweils unter dem Quadrat angegeben ist. In jeder Zeile, Spal-
te und Diagonale stehen gleich viele weiBe wie schwarze Quadrate.

Ich nenne ein magisches Quadrat
edel, wenn es nach Art eines griechisch-
lateinischen Quadrats zusammengesetzt
ist, genauer: wenn es in eine Summe
zweier (oder mehrerer) trivial-magischer
Quadrate zerlegbar ist. Dabei soll ein
Quadrat trivial-magisch heiflen, wenn es
gleiche Zeilen-, Spalten- und Diagonal-
summen hat; es mufd nicht aus lauter
verschiedenen Zahlen bestehen, noch
nicht einmal lateinisch sein. Ein Qua-
drat, das in jedem Feld dieselbe Zahl
trigt, ist trivial-magisch. Ein lateinisches
Quadrat ist nur dann trivial-magisch,
wenn auch entlang seiner Diagonalen
keine zwei Felder gleich sind.

Fiir die Konstruktion eines edlen Qua-
drats mufd man, wie gesagt, nicht unbe-
dingt griechisch-lateinische zu Hilfe neh-
men. So produziert die einfachste Kon-
struktionsregel fiir magische Quadrate
ungerader Ordnung stets edle Quadrate
(Kasten S. 17).

Das Austauschverfahren
Zerlegungen anderer magischer Quadrate
ergeben Komponenten, die nicht latei-
nisch sind, dafiir aber andere, um so in-
teressantere Eigenschaften haben. Eine
Konstruktionsregel fiir magische Quadra-
te, deren Ordnung ein Vielfaches von 4
ist, liefert Beispiele. Das Diirer-Quadrat
sowie das Jupiter- und das Merkur-Qua-
drat des Agrippa von Nettesheim sind —
bis auf Drehungen, Spiegelungen und
das Addieren der obligatorischen Eins —
nach diesem Muster gebaut.

18

Wesentlicher Bestandteil des Verfah-
rens ist ein (gedachter) Stempel, der die
acht Diagonalenfelder eines 4-4-Qua-
drats einfirbt und die restlichen acht un-
verindert liflt (Bild S. 16 unten). Man
schreibt zunichst in ein Quadrat der Sei-
tenlinge 7 — wobei 7 ein beliebiges Viel-
faches von 4 ist — die Zahlen von 0 bis
n*—1 zeilenweise der Reihe nach ein und
bestempelt es dann liickenlos und iiber-
lappungsfrei. Jede durch den Stempel ge-
firbte Zahl vertauscht man nun mit der
ebenfalls gefirbten, die ihr in bezug auf
den Mittelpunkt des Quadrats genau ge-
geniiberliegt. Beide Zahlen erginzen sich
stets zu 7°—1; man nennt solche Paare
komplementir.

Ohne Zweifel enthilt das Endpro-
dukt dieser Prozedur nach wie vor alle
Zahlen von 0 bis #2—1; es hat ja nur die
Hilfte von ihnen die Plitze getauscht. Es
bleibt auch symmetrisch in dem Sinne,
dafl Paare komplementirer Zahlen ein-
ander beziiglich des Mittelpunktes genau
gegeniiberstehen.

Aber wie kommt es, daf$ alle Zeilen-,
Spalten- und Diagonalsummen den rich-
tigen Wert haben? Man kann nachrech-
nen, daf§ das bei den Diagonalen schon
vorher der Fall war; und das Verfahren
stellt beide Diagonalen lediglich auf den
Kopf, denn alle Diagonalenfelder wer-
den vom Stempel getroffen. Dagegen
sind in der urspriinglichen Anordnung
die Summen der oberen Zeilen zu klein
und die der unteren zu grof3; Entspre-
chendes, wenn auch weniger kraf}, gilt

fiir die Summen der Spalten links bezie-
hungsweise rechts von der Mitte. Die
Vertauschungsaktion gleicht diese Ab-
weichungen gerade aus.

Wie das genau funkdioniert, sicht
man am besten an Quadraten, deren
Ordnung eine Potenz von 2 ist: 4, 8, 16,
32 und so weiter. In diesem Falle ist nim-
lich auch #* eine Zweierpotenz, und es
liegt nahe, zur Zahldarstellung die Basis 2
zu verwenden. Das lduft auf die compu-
teriibliche Binirschreibweise hinaus, de-
ren einzige Ziffern 0 und 1 sind. Ein ma-
gisches Quadrat der Ordnung 16 enthilt
die Zahlen von 0 bis 162—1=255; das
sind gerade alle achtstelligen Binirzahlen
(fiihrende Nullen mitgeschrieben). Und
ebenso, wie man das eingangs beschrie-
bene 5-5-Quadrat, zur Basis 5 geschrie-
ben, in zwei trivial-magische Quadrate
zerlegen kann, deren jedes einer Stelle in
der Zahldarstellung zugeordnet ist, so zer-
fille das 16-16-Quadrat in acht trivial-
magische Quadrate, deren jedes zu einer
Binirstelle gehort (Bild links oben): Es ist
edel zur Basis 2.

Alle diese Komponenten-Quadrate
enthalten nur Nullen und Einsen; weil
aber die Eins je nach Komponente eine,
zwei oder mehr Stellen links vom (ge-
dachten) Binir-Komma steht, hat sie
den Wert 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 oder 128.
Die Komponenten-Quadrate zeigen ein
auffilliges, regelmifSiges, aber nicht ganz
symmetrisches Muster; daran ist zu er-
kennen, daf8 das urspriingliche magische
Quadrat eine globale Ordnung aufweist.
Die Symmetrie ist aber gerade nicht so
umfassend, dafl ein und dieselbe Kom-
bination schwarzer und weifSer Felder an
mehr als einer Position auftrite. Denn
dann hitten diese beiden Felder den glei-
chen Zahlenwert, was nicht sein darf.

Wie kommt diese Ordnung zustan-
de? Es ist sehr einfach, die zu einer Binir-
zahl komplementire Zahl zu finden. Fiir
n=2%=16 beispielsweise ist 7n?=28=256,
und #2—1=255 hat die Binirdarstellung
11111111. Zwei achtstellige Binirzahlen
sind genau dann komplementir beziig-
lich 28—1, wenn die eine da eine Null
hat, wo in der anderen eine Eins steht,
und umgekehrt. Die Wirkung des Stem-
pels — die Bildung der Komplementir-
zahl — besteht also darin, daf§ jede Null
in der Binirdarstellung durch eine Eins
ersetzt wird und umgekehrt. Insbesonde-
re wirkt der Stempel auf jede Binirstelle
— und damit auf jedes Komponenten-
Quadrat — unabhingig von den anderen:
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Wo er trifft, vertauscht er Schwarz und
Weif$. Somit geniigt es, sich zu vergewis-
sern, daf$ der Stempel aus jeder Zerle-
gungs-Komponente des Quadrats, mit
dem alles begann (mit den Zahlen in der
natiirlichen Reihenfolge), ein trivial-ma-
gisches Quadrat macht (Kasten unten).

Umformungen

Hat man erst einmal ein magisches Qua-
drat, so kann man daraus durch einfache
Umformungen viele neue machen. Eine,
zwei oder drei Vierteldrehungen sowie
Spiegelungen an einer Diagonalen oder
Mittelsenkrechten lassen die magischen
Eigenschaften unverindert. Das gleiche
gilt fiir kompliziertere Operationen wie
die gleichzeitige Vertauschung zweier
komplementirer Spalten und der beiden
zugehorigen Zeilen oder eine weitere, bei
der ganze Viertel eines Quadrats in die
diagonal gegeniiberliegende Ecke ge-
schoben werden (Bild S. 20).

Das Sortiment der Umformungs-
moglichkeiten wird durch Zerlegungen
erheblich erweitert, weil die Komponen-
ten einer Zerlegung bis zu einem gewis-
sen Grade voneinander unabhingig sind.
Wenn die Komponenten lateinische
Quadrate sind, die auch in den Diagona-
len keine zwei gleichen Elemente enthal-
ten, darf man in jeder Komponente die
Numerierung beliebig andern. Jede Ziffer
darf durch eine andere, nur diirfen nicht
zwei verschiedene Ziffern durch dieselbe
ersetzt werden: eine Permutation. Im zu-
sammengesetzten Quadrat tauschen da-
durch zwar gewisse Zahlen ihre Plitze,
aber es stehen dieselben Zahlen im Qua-
drat wie zuvor, und die Summenkriterien
sind immer noch erfiillt, weil das fiir die
Komponenten gilt. Wenn, wie beim
Standardverfahren fiir Quadrate ungera-
der Ordnung, eine Diagonale 7z-mal die
Zahl (n—1)/2 enthilt, mufl man diese
Zahl unverindert lassen, darf aber die
tibrigen unbekiimmert permutieren.

Bei den 0-1-Komponenten-Quadra-
ten der Bindrdarstellung ist die einzig
mogliche Permutation die Vertauschung
von Schwarz und Weif§. Immerhin er-
gibt das fiir die acht Komponenten des
16-16-Quadrats 28=256 Kombinatio-
nen. Insbesondere kann man durch ge-
eignete Wahl der Vertauschungen er-
zwingen, dafl eine vorgewihlte Zahl in
die linke obere Ecke (oder in irgendein
anderes vorbestimmtes Feld) gerit.

Der Kélner Kiinstler Paul Heimbach
hat dieses Prinzip fiir Quadrate der Ord-

nung 8 entdecke, fiir seine #sthetischen
Ziele genutzt und damit den Anstofd zu
diesem Artikel gegeben. Er interpretiert
die sechs Komponenten des 8-8-Qua-
drats als Masken oder Schablonen, Plat-
ten, die anstelle der schwarzen Felder
quadratische Locher enthalten.  Eine
Maske nach der anderen legt er auf ein
Blatt Papier und iberstreicht sie mit
(nicht-deckender) Farbe — jede Maske
mit einer anderen. Heimbach verwendet
die Grundfarben Rot, Blau und Gelb in
jeweils zwei verschiedenen Intensititen.
(So ist das Prinzip; die Ausfithrung kann
vollig anders sein.) Am Ende ergibt sich
ein magisches Farbquadrat: Jede Mi-
schung von null bis zu sechs Maskenfar-
ben ist auf genau einem Feld realisiert.
Zusitzlich ist das Gesamtbild auch noch
ausgewogen in dem Sinne, dafl jede
Maskenfarbe in jeder Zeile und jeder
Spalte in genau der Hilfte der Felder
enthalten ist (Bild S. 14/15).

Damit sind die Umformungsmog-
lichkeiten noch lingst nicht erschépft.
Die Zuordnung der Masken (und ihrer
Farben) zu den Binirstellen ist nimlich

keineswegs zwingend. Was geschieht,
wenn man beispielsweise die zweite und
die vierte Maske vertauscht?

An den Stellen, wo beide Masken
schwarz oder beide weif! sind, dndert
sich gar nichts. Eine Zahl, bei der eine
Maske weif, die andere schwarz ist,
tauscht ihren Platz mit derjenigen, die in
diesen beiden Masken die umgekehrte
Kombination, in allen anderen aber
denselben Wert hat. Also sind nach wie
vor dieselben Zahlen im Quadrat vertre-
ten, und die Summenkriterien sind oh-
nehin erfiillt.

Fir das Merkur-Quadrat (Ordnung
8) vermehren sich die Variationsmog-
lichkeiten durch die Vertauschbarkeit
der Masken um den Faktor 6!=720.
Eine von Heimbach erstellte Compact
Disc spielt das ganze Sortiment der so
erhiltlichen Varianten ab.

Aus einem einzigen edlen Quadrat
der Ordnung 16 ergibt sich durch Um-
kehrung von Schwarz und Weif§ sowie
durch Vertauschung von Masken ein
reichhaltiges Sortiment von insgesamt
256-8!=10321920 Varianten.

Sei n ein Vielfaches von 4. Wenn man die Zahlen von O bis n2-1 zeilenweise der
Reihe nach in ein n -n-Quadrat schreibt, wechseln sich Spalten aus geraden und sol-
che aus ungeraden Zahlen ab: Die letzte Binarziffer wechselt bei jedem Ubergang
von einer Zahl auf die nachste. Die vorletzte bleibt immer zwei Felder lang gleich, be-
vor sie wechselt, die drittletzte jeweils vier Felder, die viertletzte acht und so weiter.
Jede Zeile beginnt mit einem Vielfachen von 4. Deswegen tragen die 4 - 4-Teilquadra-
te, die jeweils von einem Stempelabdruck getroffen werden, samtlich die folgende

Struktur (schwarz=1, weill = 0):

letzte vorletzte
(Einer-)  (Zweier-) folgenden Strukturen
Stelle Stelle

HA=EE ™

drittletzte (Vierer-) und alle weiteren Stellen: eine der sechs

Die Ersetzung durch die jeweils komplementdre Zahl macht weill zu schwarz und
umgekehrt — aber nur in den gestempelten Feldern:

o 00 P oy R R O N

In jedem der Félle ist das entstehende Quadrat trivial-magisch beziglich Zeilen und
Spalten. Setzt man die 4-4-Quadrate wieder zu dem groBen Quadrat zusammen, er-
geben sich auch dort gleiche Zeilen- und Spaltensummen. Nur die Diagonalen sind in
manchen gestempelten 4-4-Quadraten ganzlich schwarz oder ganzlich weil;
aber das wird dadurch kompensiert, daR das komplementére (beziiglich des Mittel-
punktes gegeniiberliegende) 4 - 4-Quadrat gédnzlich weiRe beziehungsweise ganzlich

schwarze Diagonalen hat.

SPEKTRUM DER WISSENSCHAFT - DOSSIER 2/08: LUSTVOLLE GEOMETRIE

19



(2]
-
<<
oc
o
<
>
o
L
==
o
(%]
—
(&)
<
=

Bis jetzt habe ich gezeigt, wie man
edle Quadrate konstruiert, deren Ord-
nung ungerade oder eine Zweierpotenz
ist. Was ist mit den iibrigen Ordnungen?

Verallgemeinerungen

Man kann magische Quadrate in einem
gewissen Sinne miteinander multiplizie-
ren, und das Produkt zweier edler Quad-
rate ist wieder edel, wenn man die rich-
tige Zerlegung wihle. Wie multipliziert
man ein Quadrat der Ordnung p mit
einem der Ordnung ¢ (es kommt auf die
Reihenfolge der Faktoren an)? Man bliht
jedes Feld des p-p-Quadrats zu einem
Block der Gréfle p-g auf. In alle Felder
eines Blocks schreibt man dieselbe Zahl,
und zwar ¢° mal den urspriinglichen
Wert des Feldes. Dann addiert man zu
jedem Block — Feld fiir Feld — das g-¢-
Quadrat. Das so konstruierte Quadrat
hat die Ordnung pg und ist magisch,
denn es enthilt jede Zahl von 0 bis

a

Ein magisches Quadrat bleibt magisch, wenn
man eine Spalte mit der dazu komplemen-
taren (das heiBt mit ihrem Spiegelbild be-
ziiglich der Mittelachse) vertauscht und ein
gleiches mit den entsprechenden Zeilen tut
(a; die Teile, die bewegt wurden, sind farbig
markiert, gleiche Farben entsprechen jeweils
gleichen Teilen). Ein magisches Quadrat ge-
rader Ordnung bleibt magisch, wenn man es
in 2-2 Teilquadrate zerlegt und jedes mit dem
diagonal gegeniiberliegenden vertauscht (b).
Gleiches gilt fiir Quadrate ungerader Ord-
nung, wenn man die mittlere Zeile und die
mittlere Spalte gesondert behandelt (c).

20

(pg)*—1 genau einmal und erfillt die
Summenkriterien.

Um nachzuweisen, daf$ es auch edel
ist, mufl man es zerlegen. Dafiir gibt es
ein Verfahren, das auf magische Qua-
drate aller Art (auch unedle) anwendbar
ist: die Division mit Rest.

Man zerlege bei einem Quadrat der
Ordnung 7 die Zahl #? irgendwie in
Faktoren, bei ungeradem 7 zum Bei-
spiel in 7-7, bei einer Zweierpotenz in
2-2-...-2. Es mufd nicht die Primfaktor-
zerlegung sein, und die Reihenfolge der
Faktoren ist — zunichst — beliebig. Man
dividiere nun das magische Quadrat
Feld fiir Feld durch den ersten Faktor,
schreibe die Quotienten in ein weiteres
Quadrat und die Reste in ein drittes.

Das Quotienten-Quadrat dividiere
man in derselben Weise durch den zwei-
ten Faktor; das ergibt wieder ein Quoti-
enten- und ein Restequadrat, und so wei-
ter, bis die Faktoren erschopft sind. Die
mit den jeweils korrekten Faktoren mul-
tiplizierten Restequadrate ergeben eine
Zerlegung des urspriinglichen Quadrats.
Allerdings sind im allgemeinen die Reste-
quadrate nicht trivial-magisch.

Dieses Divisionsverfahren [duft auf
eine Darstellung der Zahlen des Quadrats
beziiglich einer gemischten Basis hinaus
(Spektrum der Wissenschaft, Dezember
1995, S. 10); die oben besprochenen Zer-
legungen zu den reinen Basen 5 und 2
sind Spezialfille. Auch in einer Zerlegung
zu einer gemischten Basis darf man die
Reihenfolge der Komponenten vertau-
schen, was zugleich ihren Stellenwert in-
dert; ein edles Quadrat verwandelt sich
dadurch in ein anderes, gleichfalls edles.

Warum? Man zerlege das oben defi-
nierte Produktquadrat aus edlen Quadra-
ten der Ordnungen p und ¢ beziiglich
der Faktoren ¢, ¢, p, p (in dieser Reihen-
folge). Die ersten beiden Divisionen spal-
ten den Anteil ab, der aus der Addition
des ¢ g-Quadrats zu jedem Block
stammg; also bestehen die zugehérigen
Restequadrate aus der (p- p)-fachen Wie-
derholung der Komponentenquadrate
des ¢-¢4-Quadrats. Die waren nach Vor-
aussetzung trivial-magisch; also gilt das
auch fiir ihre Wiederholung. Was nach
den beiden ersten Divisionen {ibrigbleibt,
ist das aufgeblihte p- p-Quadrat. Dessen
Zerlegung produziert aufgeblihte Varian-
ten der Komponenten des p- p-Quadrats,
die offensichtlich ebenfalls trivial-ma-
gisch sind. Wenn die urspriinglichen

Quadrate nicht nur edel beziiglich der

Zerlegungen p, p beziehungsweise ¢, ¢
sind, sondern — wie die Zweierpotenz-
Quadrate — noch feinere Zerlegungen zu-
lassen, bleiben diese Feinheiten bei der
Multiplikation erhalten.

Mit dem Multiplikationsverfahren er-
reicht man eine Fiille von Ordnungen,
jedoch nicht die ungeraden Vielfachen
von 2; denn ein magisches Quadrat der
Ordnung 2 gibt es nicht. Es gibt ein Ver-
fahren, aus einem magischen Quadrat
eines doppelter Ordnung zu machen; lei-
der enthilt es — in seiner Ausgestaltung
fiir ungerade Ordnung — eine Asymme-
trie, die eine edle Zerlegung zu vereiteln
scheint. Immerhin gibt es ein magisches
Quadrat der Ordnung 6, das edel beziig-
lich der Zetlegung 6, 6 ist (nicht aber be-
ziiglich 2,2,3,3 — in irgendeiner Reihen-
folge). Allerdings sind seine Komponen-
ten nicht einmal annihernd lateinisch, so
dafl die Permutationsmdéglichkeiten recht
beschrinkt sind.

Hier bleibt noch viel zu tun. <
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